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 הסתברות: 1חלק 

 1שאלה 
0נוכיח שקיים קבוע  < ὧ  שלילי -אישעבורו לכל משתנה מקריὢ בעל תוחלת ושונות סופיות מתקיים 

Pr ὢ
1

2
ὢ ὧ

2ὢ

ὢ2
 

 אזי. ת ושונות סופיותם תוחלע אי שליליים משתנים מקריים ὣ,ὤיהיו : שוורץ-שוויון קושי-אי

ὢὣ ὢ2 ὣ2 

 ,ואכן. סופית ὢὣיש להוכיח שהתוחלת של , ראשית :הוכחה

ὢ2 + 2 ὢὣ+ ὣ2 = ὢ2 + 2ὢὣ+ ὣ2 = ὢ+ ὣ2
ᶻ

2ὢ2 + 2ὣ2 = 2 ὢ2 + 2 ὣ2 

ὼ,ώɴנכון כי לכל  ᶻכאשר  ᴙ 0 מתקיים ὼ ώ2 = ὼ2 2ὼώ+ ώ2 כןול 

ὼ+ ώ2 = 2ὼώ+ ὼ2 + ώ2 ὼ2 + ώ2 + ὼ2 + ώ2 = 2ὼ2 + 2ώ2 

,ὢ2גם , סופית ὢ,ὣשל  מאחר שהשונות ὣ2 < Њ ולכן ניתן להעביר אגפים ולקבל 

ὢὣ
1

2
ὢ2 + ὣ2 < Њ 

ὸɴיהי , כעת ᴙ אזי . כלשהוὸὢ ὣ2 משתנה מקרי אי שלילי ולכן 

0 ὸὢ ὣ2 = ὸ2ὢ2 + 2ὸὢὣ + ὣ2 = ὸ2 ὢ2 2ὸὢὣ+ ὣ2 

ὸὢ ὣ2 = ὸὢמ "אמ 0 ὣ2 = לכן הדיסקרימיננטה של הביטוי . ולמשוואה זו יש רק פתרון אחד 0

ὸ2 ὢ2 2ὸὢὣ+ ὣ2 (:אז היו שני פתרונות למשוואה, אילו הייתה חיובית ממש)חיובית -חייבת להיות אי 

4 ὢὣ2 4 ὢ2 ὣ2 0 

ᵼ ὢὣ2 ὢ2 ὣ2 

ᵼ ὢὣ ὢ2 ὣ2 

 J. וזה מה שרצינו להראות

‌ᶰ לכלנראה ש. נוכיח טענה קצת כללית יותר, למעשה. כעת נוכיח את הטענה שלנו  מתקיים  0,1

Pr ὢ ‌ὢ 1 ‌2
2ὢ

ὢ2
 

 :נפתח את התוחלת לפי ההגדרה

ὢ= ὯPr ὢ= Ὧ

Ὧɴ im ὢ

= ὯPr ὢ= Ὧ
Ὧɴ im ὢ
Ὧ<‌ὢ

+ ὯPr ὢ= Ὧ
Ὧɴ im ὢ
Ὧ‌ὢ

=  

= ὯPr ὢ= Ὧ
Ὧɴ im ὢ
Ὧ<‌ὢ

+ 0ẗὯPr ὢ= Ὧ
Ὧɴ im ὢ
Ὧ<‌ὢ

+ 1ẗὯPr ὢ= Ὧ
Ὧɴ im ὢ
Ὧ‌ὢ

=  
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= ὯPr ὢ= Ὧ
Ὧɴ im ὢ
Ὧ<‌ὢ

+ ὫὯPr ὢ= Ὧ

Ὧɴ im ὢ

 

 כאשר

ὫὯ =
0, Ὧ< ‌ὢ
Ὧ, Ὧ ‌ὢ

= Ὧẗ…ὼɴ im ὢ:ὼ‌ὢ Ὧ 

 -אבל לפי משפט הסטטיסטיקאי חסר ההכרה נובע ש

ὢ= ὯPr ὢ= Ὧ
Ὧɴ im ὢ
Ὧ<‌ὢ

+ ὫὯPr ὢ= Ὧ

Ὧɴ im ὢ

= ὯPr ὢ= Ὧ
Ὧɴ im ὢ
Ὧ<‌ὢ

+ Ὣὢ =  

= ὯPr ὢ= Ὧ
Ὧɴ im ὢ
Ὧ<‌ὢ

+ ὢ…ὼɴ im ὢ:ὼ‌ὢ ‌ὢ Pr ὢ= Ὧ
Ὧɴ im ὢ
Ὧ<‌ὢ

+ ὢ…ὼɴ im ὢ:ὼ‌ὢ =  

= ‌ὢPr ὢ< ‌ὢ + ὢ…ὼɴ im ὢ:ὼ‌ὢ  

 :שוויון קושי שוורץ על המחובר השני-נחיל כעת את אי

ὢ ‌ὢPr ὢ< ‌ὢ + ὢ…ὼɴ im ὢ:ὼ‌ὢ  

‌ὢPr ὢ< ‌ὢ + ὢ2 …ὼɴ im ὢ:ὼ‌ὢ
2 =  

=
…=…2

‌ὢPr ὢ< ‌ὢ + ὢ2 …ὼɴ im ὢ:ὼ‌ὢ =  

= ‌ὢPr ὢ< ‌ὢ + ὢ2 Pr ὢ ‌ὢ  

= ‌ὢ+ ὢ2 Pr ὢ ‌ὢ 

 :נעביר אגפים ונעשה כמה מניפולציות אלגבריות

ὢ ‌ὢ+ ὢ2 Pr ὢ ‌ὢ 

ᵼ 1 ‌ ὢ ὢ2 Pr ὢ ‌ὢ 

ᵼ 1 ‌2 2ὢ ὢ2 Pr ὢ ‌ὢ 

ᵼPr ὢ ‌ὢ 1 ‌2
2ὢ

ὢ2
 

=‌-אנחנו מעוניינים ב
1

2
 ולכן במקרה שלנו נקבל 

Pr ὢ
1

2
ὢ

1

4

2ὢ

ὢ2
 

Pr-השתמשנו בכך ש של הטענה הכלליתבהוכחה . נעיר רק לגבי טיב החסם ὢ< ‌ὢ לכאורה זה . 1

למשל אם נתבונן במשתנה . אבל למעשה במקרה הכללי אי אפשר להגיד משהו טוב יותר, חסם גס מאוד

 י"ע άᶰᴓמקרי המוגדר לכל 

ὢά =
ά,

1

ά

0,
ά 1

ά

 

=ὢאז מתקיים  άPr ὢ= ά = >‌-נזכור שכמו כן . 1 ὼ:ὢὼולכן  1 < ‌ = ὼ:ὢὼ =  ,מכאן. 0
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Pr ὢ< ‌ὢ = Pr ὢ< ‌ = Pr ὢ= 0 =
ά 1

ά
 

 ...כרצוננו 1-והסתברות זו קרובה ל
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 אלגברה לינארית: 2חלק 

 3שאלה 
=Ὃאם  ὠ,Ὁ המתאים הגרף הקוויאת נגדיר , גרף לא מכוון ὒὋ = ὠ,Ὁ באופן הבא: 

ὠ= Ὁ 

ᶪὼ,ώ, ό,ὺᶰὉ ὼ,ώ, ό,ὺ ᶰὉᵾ ȿὼ,ώ᷊ό,ὺȿ= 1 

ὢᶰὓὲ×άנגדיר מטריצה . Ὡ1,ȣ,Ὡάוהצלעות הן  ὺ1,ȣ,ὺὲנניח שהקודקודים הם   :באופן הבא 0,1

ὢὭ,Ὦ=
1, ὺὭ and ὩὮ are incident

0, otherwise
 

 סעיף א

 .2הם לפחות  ὒὋנראה שכל הערכים העצמיים של 

=ὄהיא  ὒὋמטריצת השכנויות של : 1 למה ὢὸὢ 2Ὅά. 

Ὥאז עבור . ὼ1,ȣ,ὼά-ב ὢנסמן את העמודות של  :הוכחה Ὦ: 

ὦὭὮ= ὢὸὭὯὢὯὮ

ὲ

Ὧ= 1

= ὼὯὭὼὯὮ

ὲ

Ὧ= 1

= ộὼὭ,ὼὮỚ 

שעבורו  Ὧמ יש "נשים לב שמכפלה זו שונה מאפס אמ. ὢ של שונות זו המכפלה הפנימית של שתי עמודות

ὼὯὭ= ὼὯὮ= שחלים למעשה המכפלה היא מספר הקודקודים  .ὩὮ-וגם ל ὩὭ-קודקוד שמחובר גם ל Ὧכלומר , 1

=ὩὭיכול להיות לכל היותר קודקוד אחד כזה כי אם יש שניים אז  .ὩὮוגם על  ὩὭגם על  ὩὮ . לכןὦὭὮ= מ "אמ 1

=Ὥאם , באופן דומה. יש לצלעות המתאימות קודקוד משותף אחד Ὦ  אז יש שני קודקודים שחלים על שתי

=ὦὭὮואז !( כי הן זהות)הצלעות  В ὢὸὭὯὢὯὮ
ὲ
Ὧ= 1 2 = В ὼὯὭὼὯὮ

ὲ
Ὧ= 1 2 = 2 2 = . וזה מה שרצינו. 0

J 

‗אזי . ὒὋערך עצמי של  ‗יהי : מסקנה 2. 

כלומר כל הערכים העצמיים , PSDהיא  ὢὸὢהמטריצה , 1לפי אחד התנאים השקולים שלמדנו בכיתה: הוכחה

‘אז  ὃערך עצמי של  ‘אבל אם . שליליים-שלה הם אי ὧ  ערך עצמי שלὃ ὧὍ , שהרי אםὺ  וקטור עצמי

ὃמתאים אז  ὧὍὺ= ὃὺ ὧὍὺ= ‘ὺ ὧὺ= ‘ ὧὺ . במקרה שלנוὃ= ὢὸὢ ו-ὧ= -מאחר ש. 2

‘ =‗-נובע ש 0 ‘ 2 2 .J 

 סעיף ב

<ȿὉȿ נראה שאם ȿὠȿ  ערך עצמי של  2אזὒὋ. 

כאשר  ὗᶰὓά×ὲᴙהוכחנו שאם  3בתרגיל . ὢὸὢהוא ערך עצמי של  0-מספיק להראות ש 1לפי למה 

ά ὲ  אזά  הערכים העצמיים הגדולים ביותר שלὗὸὗ  ושלὗὗὸ  זהים ושאר הערכים העצמיים שלὗὸὗ 

>ȿὠȿ-ונתון ש ὢᶰὓȿὠȿ×ȿὉȿᴙכאן  .הם אפס ȿὉȿ . ערך עצמי של  0לכןὢὸὢ וזה מה שרצינו. 

 סעיף ג

specὋרגולרי עם ספקטרום -Ὃ Ὠ-נניח ש = ‗1,ȣ,‗ὲ .נראה ש- 

                                                   
 37טענה , 7סיכומי הרצאה  1
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spec ὒὋ =

0 , Ὠ= 1

‗ὭὭ= 1
ὲ , Ὠ= 2

‗Ὥ+ Ὠ 2 Ὥ= 1
ὲ ᷾ 2 , Ὠ> 2

 

=ὃὋ, בסימונים של סעיף א :2 למה ὢὢὸ ὨὍὲ. 

=ὢὢὸὭὮמתקיים . באופן דומה להוכחה הקודמת: הוכחה ộὼὭ,ὼὮỚ  כאשרὼὯ השורה ה-Ὧ  שלὢ . מכפלה זו

רגולריות מספר -Ὠ-הקודקודים שווים אז בגלל האם . ὺὮוגם כל  ὺὭמספר הצלעות שחלות גם על סופרת את 

ὢὢὸולכן  Ὠהצלעות הוא  ὨὍὲὭὭ= מספר הצלעות שחל על שניהם אם הקודקודים שונים אז . כפי שצריך 0

 J. וזו בדיוק ההגדרה של מטריצת שכנויות. אם הם מחוברים 1-אם הם לא מחוברים ו 0 – 1הוא לכל היותר 

=Ὠאם , כעת ὒὋכל קודקוד משתתף בצלע אחת בלבד ולכן אז  1 = specבפרט . 0 ὒὋ = 0. 

ὢᶰὓὲ×ȿὉȿᴙ  וכאשרὨ ὲמתקיים  2 ȿὉȿ . זהלכן במקרה ὲ  הערכים העצמיים הגדולים ביותר של

ὢὸὢ  ושלὢὢὸ 1‘-נסמן אותם ב .הם זהים,ȣ,‘ὲ.  2לפי למה ‘Ὥ ὨὭ= 1
ὲ  עצמיים של הערכים ההםὋ 

=Ὥ‘ ולכן מתקיים ‗Ὥ+ Ὠ . מתקיים  1אבל עכשיו לפי למה 

spec ὒὋ = ‘Ὥ 2 Ὥ= 1
ȿὉȿ

=
‗Ὥ+ Ὠ 2 Ὥ= 1

ὲ , ȿὉȿ= ὲ

‗Ὥ+ Ὠ 2 Ὥ= 1
ὲ ᷾ 0 2 Ὥ=ὲ+ 1

ȿὉȿ
, ȿὉȿ< ὲ

=  

=
‗Ὥ+ Ὠ 2 Ὥ= 1

ὲ , Ὠ= 2

‗Ὥ+ Ὠ 2 Ὥ= 1
ὲ ᷾ 2 , Ὠ> 2

 

<Ὠ-נעיר רק שבמקרה ש, אגב ȿὉȿהוא  2הריבוי של הערך העצמי של  2 ὲ ( כיὒὋ  סימטרית ולכן

 .(ערכים עצמיים ȿὉȿלכסינה ויש לה 

 סעיף ד

מטריצה ממשית בגודל  ὃתהי 
ὲ
2

×
ὲ
3

=ȿὛȿהמוגדרת לכל   =ȿὝȿ-ו 2  י"ע 3

ὃὛ,Ὕ=
1, ὛṖὝ
0, ὛṘὝ

 

 .ὃנחשב את הערכים הסינגולריים של 

=ȿὛȿעבור  .ὃὃὸהם שורשי הערכים העצמיים של  ὃהערכים הסינגולריים של  ȿὗȿ=  :מתקיים 2

ὃὃὸὛ,ὗ= ὃὛ,Ὑὃὗ,Ὑ

ȿὙȿ= 3

 

ὃὛ,Ὑὃὗ,Ὑ= =ὃὛ,Ὑממ "א 1 ὃὗ,Ὑ= Ὓ᷾ מ"מזה קורה א. ὗṖὙוגם  ὛṖὙמ "כלומר אמ, 1 ὗṖὙ.  יש

 :כמה אפשרויות

Ὓ᷊אם  ¶ ὗ= ᶮ  אזὛ᷾ ὗ  מכילה ארבעה איברים ולכן לא יכולה להיות קבוצהὙ לכן במקרה זה. ל"כנ 

ὃὃὸὛ,ὗ= ὃὛ,Ὑὃὗ,Ὑ

ȿὙȿ= 3

= 0 

ȿὛ᷊אם  ¶ ὗȿ= ὲאז הקבוצות שוות ויש בדיוק  2  ל ולכן"כנ Ὑקבוצות  2

ὃὃὸὛ,ὗ= ὃὛ,Ὑὃὗ,Ὑ

ȿὙȿ= 3

= ὲ 2 
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ȿὛ᷊ אם ¶ ὗȿ= ȿὛ᷾אז  1 ὗȿ=  ,כלומר. שעומדת בתנאים Ὑולכן יש קבוצה אחת  3

ὃὃὸὛ,ὗ= ὃὛ,Ὑὃὗ,Ὑ

ȿὙȿ= 3

= 1 

ὲאז על האלכסון שלה מופיע  ὃὃὸלכן אם נתבונן במטריצה  נציג אם כן את . 1או  0ושאר האיברים הם  2

ὃὃὸ י "עὃὃὸ= ὄ+ ὲ 2 Ὅὲ
2

ὄᶰὓὲכאשר  
2
ᴚ2. ב-ὄ מתקיים 

ὄὛ,ὗ=
0, ȿὛ᷊ ὗȿ 1
1, ȿὛ᷊ ὗȿ= 1

 

=Ὃתבונן בקליקה נ ὑὲ .יש ל-Ὃ ὲ קודקודים ו-
ὲ
2

 הגרף הקווי המתאים הוא. צלעות 

ὠ= ὼ,ώṖ ὲ:ὼ ώ 

Ὁ= ὼ,ώ, ό,ὺ :ȿὼ,ώ᷊ ό,ὺȿ= 1  

Ὓ,ὗאם , אכן. ὄנטען שמטריצת השכנויות המתאימה היא בדיוק  ᶰὉ  אזȿὛ᷊ ὗȿ= =ὄὛ,ὗולכן  1 ואילו  1

Ὓ,ὗאם  ᶱὉ  אזȿὛ᷊ ὗȿ =ὄὛ,ὗולכן  1 0. 

ὲהיא גרף  ὑὲהקליקה  ὲ-מן הסתם יש לנו עניין רק ב. רגולרי-1  ולכן לפי הסעיף הקודם 3

specὄ = spec ὒὑὲ =
‗ὭὭ= 1
ὲ , ὲ= 3

‗Ὥ+ ὲ 3 Ὥ= 1
ὲ ᷾ 2 , ὲ> 3

 

ȣ,‗ὲ,1‗כאשר  = specὑὲ. 

 :י"ע specὃὃὸנקבל את  specὑὲאז אם נחשב את 

specὃὃὸ = specὄ + ὲ 2 =
‗Ὥ+ 1 Ὥ= 1

ὲ , ὲ= 3

‗Ὥ+ 2ὲ 5 Ὥ= 1
ὲ ᷾ ὲ 4 , ὲ> 3

 

 היא ὑὲמטריצת השכנויות של . specὑὲאת  לכן נותר לנן לחשב

0 1 ȣ 1
1 Ệ ể
ể Ệ 1
1 ȣ 1 0

 

 :2הנחשב את הערכים העצמיים של

det

ở

Ở
ờ

0 1 ȣ 1
1 Ệ ể
ể Ệ 1
1 ȣ 1 0

ὼὍ

Ợ

ỡ
Ỡ

= det

ὼ 1 ȣ 1
1 Ệ ể
ể Ệ 1
1 ȣ 1 ὼ

= ὼ+ ὲ 1 ὼ 1 ὲ 1 

ὲבריבוי  1הם  ὑὲלכן הערכים העצמיים של  ὲ-ו 1  .1בריבוי  1

 

 

                                                   
 חישוב בנספח' ר 2
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<ὲכאשר  ὃהערכים הסינגולריים של . נסכם את התוצאות  :הם 3

 ריבוי ערך סינגולרי

Ѝ 1 + 2ὲ 5 = Ѝ2ὲ 6 ὲ 1 

Ѝὲ 1 + 2ὲ 5 = Ѝ3ὲ 6 1 

Ѝὲ  השאר 4

=ὲאם  ,1הם  ὑὲאז הערכים העצמיים של  3 והערך  0,0,3הם  ὃὃὸולכן הערכים העצמיים של  1,2

  .Ѝ3הסינגולרי היחיד הוא 
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 אופטימיזציה ותכנון לינארי: 3חלק 

 6שאלה 

ᾀ1,ȣ,ᾀὲᶰᴙיהיו 
Ὠ . נגדיר מטריצהὃᶰὓὲᴙ י "עὃὭὮ= ᾀὭ ᾀὮ 1

את אוסף המטריצות  flὲ-נסמן ב .

יכולות להיווצר מאוספי וקטורים  flὲ-ושהמטריצות ב flὲאינו פרמטר של  Ὠ-נשים לב ש .שניתן ליצור באופן זה

 .מממדים שונים

 סעיף א

+ὃגם  ὃ,ὄᶰflὲכלומר בהינתן . סגור לחיבור flὲ-נוכיח ש ὄᶰflὲ. נסמן 

ὃὭὮ= ᾀὭ
Ὧ ᾀὮ

Ὧ

Ὠ1

Ὧ= 1

 

ὄὭὮ= ύὭ
Ὧ ύὮ

Ὧ

Ὠ2

Ὧ= 1

 

+ὃאז  ὄὭὮ= В ᾀὭ
Ὧ ᾀὮ

ὯὨ1
Ὧ= 1 + В ύὭ

Ὧ ύὮ
ὯὨ2

Ὧ= 1. 

ό1,ȣ,όὲᶰᴙוקטורים חדשים  ὲנגדיר 
Ὠ1+Ὠ2  :באופן הבא  

όὭ
Ὧ=

ᾀὭ, Ὧ Ὠ1

ύὭ, Ὧ> Ὠ1
 

+ὃ-נטען ש ὄ ואכן. מתקבלת מאוסף וקטורים זה: 

όὭ όὮ 1
= όὭ

Ὧ όὮ
Ὧ

Ὠ1+Ὠ2

Ὧ= 1

= όὭ
Ὧ όὮ

Ὧ

Ὠ1

Ὧ= 1

+ όὭ
Ὧ όὮ

Ὧ

Ὠ1+Ὠ2

Ὧ=Ὠ1+ 1

=  

= ᾀὭ
Ὧ ᾀὮ

Ὧ

Ὠ1

Ὧ= 1

+ ύὭ
Ὧ ύὮ

Ὧ

Ὠ2

Ὧ= 1

= ὃ+ ὄὭὮ 

+ὃלכן  ὄᶰflὲ. 

 סעיף ב

=ὤכלומר , 0,1-שאיבריהן ב flὲ-אוסף המטריצות ב ὤיהי  ὃᶰὓὲᴚ2 :ὃᶰflὲ .נוכיח ש- 

flὲ= coneὤ= ὥὭᾀὭ

ὔ

Ὥ= 1

: 1ᶅ Ὥ ὔᾀὭɴ ὤ᷈ ὥὭ 0  

 .צריך להוכיח הכלה לשני הכיוונים

 שהרי אם. ברור גם שהוא סגור לכפל בסקלר חיובי. סגור לחיבור flὲ-בסעיף הקודם ראינו ש

ὃὭὮ= ᾀὭ ᾀὮ 1
= ᾀὭ

Ὧ ᾀὮ
Ὧ

Ὠ

Ὧ= 1

 

=ὄונגדיר  ὥὃ  עבורὥ  אז 0
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ὄὭὮ= ὥὃὭὮ= ὥᾀὭ ᾀὮ 1
= ὥ ᾀὭ

Ὧ ᾀὮ
Ὧ

Ὠ

Ὧ= 1

= ὥᾀὭ
Ὧ ᾀὮ

Ὧ

Ὠ

Ὧ= 1

= ȿὥȿᾀὭ
Ὧ ᾀὮ

Ὧ

Ὠ

Ὧ= 1

=  

= ὥᾀὭ
Ὧ ᾀὮ

Ὧ

Ὠ

Ὧ= 1

= ὥᾀὭ
Ὧ ὥᾀὮ

Ὧ

Ὠ

Ὧ= 1

 

=ύὭולכן אם נגדיר  ὥᾀὭ  1לכל Ὥ ὲ נקבל ש-ὄὭὮ= ύὭ ύὮ 1
=ὄכלומר ,  ὥὃᶰflὲ. 

מתקבלים מפעולות חיבור וכפל בסקלר  coneὤשהרי איברי ) coneὤṖflὲולכן  ὤṖflὲ-מההגדרה ברור ש

 (.סגור תחת פעולות אלה flὲ-ו ὤחיובי על איברי 

. ὤ-ניתנת להצגה כצירוף של מטריצות מ ὃᶰflὲצריך להראות שכל מטריצה  .flὲṖconeὤ-נותר להוכיח ש

מתקיים  לפי מה שראינו בסעיף הקודם, שהרי אחרת, ᾀ1,ȣ,ᾀὲᶰᴙי וקטורים "נוצרה ע ὃ-ניתן להניח ש

ὃ= В ὃὭ
Ὠ
Ὧ= ὃὭɴכאשר  1 flὲ י הרכיבים "נוצרה עᾀ1

Ὥ,ȣ,ᾀὲ
Ὥ  שלᾀ1,ȣ,ᾀὲᶰᴙ

Ὠ .אז אם כל אחת מה-ὃὭ 

 .ὤ-צירוף של מטריצות מ ὃנקבל שגם , ὤ-צירוף של מטריצות מ

ו לי הנה שני רעיונות שנרא. כעת ניסיתי הרבה דברים שונים כדי להוכיח את הטענה אבל לצערי לא הצלחתי

 :יותר מבטיחים

=ὃ-להניח ש, ὤ-לייצר רשימה של כל המטריצות ב .1 В ὥὭᾀὭ
ά
Ὥ= ὲὲזה יוצר מערכת של . 1 1 

 .נעלמים ά-משוואות ב

להרחיב את המימד של הווקטורים כך שהמרחקים ביניהם לא ישתנו אבל אפשר יהיה לחלק אותם  .2

 .1או  0לבלוקים כך שמרחק בין בלוקים מתאימים בווקטורים שונים יהיה 
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 אנליזה הרמונית: 4חלק 

 בונוס: 8שאלה 
:Ὢהיא פונקציה  פונקציה בוליאנית 0,1 ὲᴼ  אם מאוזנתפונקציה כזאת נקראת . 0,1

# ὼɴ 0,1 ὲ:Ὢὼ = 0 = # ὼɴ 0,1 ὲ:Ὢὼ = 1  

ό,ὺᶰעבור  0,1 ὲ נאמר ש-ὺṊό  1אם לכל Ὥ ὲ  מתקייםὺὭ όὭ . פונקציה בוליאנית נקראת

Ὢὺמתקיים  ὺṊόאם עבור  מונוטונית Ὢό. 

:Ὢעל פונקציה בוליאנית  Ὥנגדיר את ההשפעה של  0,1 ὲᴼ  י"ע 0,1

ὍὭὪ =
1

2ὲ
# ὼɴ 0,1 ὲ:Ὢὼ Ὢὼ+ ὩὭ  

 סעיף א

Вנראה שעבור פונקציה בוליאנית מאוזנת מתקיים  ὍὭὪὭɴ ὲ 1. 

 :3נבצע תהליך דומה למה שעשינו בכיתה

ὍὭὪ =
1

2ὲ
# ὼɴ 0,1 ὲ:Ὢὼ Ὢὼ+ ὩὭ =

1

2ὲ
Ὢὼ‏ Ὢὼ+ὩὭ

ὼɴ 0,1 ὲ

 

Ὢὼᶰאבל  ὼɴלכל  0,1 0,1 ὲ  ולכןὪὼ Ὢώ מ "אמὪὼ Ὢώ = 1 = 12 = Ὢὼ Ὢώ
2

 .

 ,לכן

ὍὭὪ =
1

2ὲ
Ὢὼ‏ Ὢὼ+ὩὭ

ὼɴ 0,1 ὲ

=
1

2ὲ
Ὢὼ Ὢὼ+ ὩὭ

2

ὼɴ 0,1 ὲ

 

ὪὭὼנגדיר כעת  = Ὢὼ+ ὩὭ. פונקציה בוליאנית  לכל ,לפי שוויון פרסוול Ὣ: 0,1 ὲᴼᴙ מתקיים 
1

2ὲ
В Ὣ2 ὼὼɴ 0,1 ὲ = В Ὣ2 ὼὼɴ 0,1 ὲ נקבל, ואם נזכור גם את הלינאריות של טרנספורם פורייה: 

ὍὭὪ =
1

2ὲ
Ὢὼ Ὢὼ+ ὩὭ

2

ὼɴ 0,1 ὲ

=
1

2ὲ
Ὢὼ ὪὭὼ

2

ὼɴ 0,1 ὲ

=  

=
1

2ὲ
Ὢ ὪὭ

2 ὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

= Ὢ ὪὭ
2 ὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

= Ὢ ὪὭ
2
ὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

=  

= Ὢὼ ὪὭὼ
2

ὼɴ 0,1 ὲ

 

 -נטען כעת ש

ὪὭὥ =
Ὢὥ, ὥὭ= 0

Ὢὥ, ὥὭ= 1
 

=ὪὭ-כדי להראות זאת נראה ש 2ὲὫz Ὤ  כאשרὬὼ =
1, ὼ= ὩὭ
0, ὼ ὩὭ

 ,אכן. 

                                                   
 Jנעתיק את זה בצורה מסודרת , למעשה 3
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2ὲ Ὢz Ὤ ὼ =
2ὲ

2ὲ
ὪώὬὼ ώ

ώɴ 0,1 ὲ

= Ὢώ 

ὼ-כך ש ώכאשר  ώ= ὩὭ , כלומרώ= ὼ ὩὭ= ὼ+ ὩὭ (נזכור שאנחנו עובדים ב-ᴚ2 .) כלומר אכן

2ὲ Ὢz Ὤ ὼ= Ὢὼ+ ὩὭ = ὪὭὼ  לכלὼɴ 0,1 ὲ. 

Ὤὼ-נטען ש, כעת =
1

2ὲ
…ὥὩὭ =

1 ὥὭ

2ὲ
 ,ואכן. 

Ὤὥ = ộὬ,…ὥỚ=
1

2ὲ
Ὤὼ…ὥὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

=
1

2ὲ
ὼ=ὩὭ…ὥὼ‏

ὼɴ 0,1 ὲ

=
1

2ὲ
…ὥὩὭ 

 :ὪὭὥבגלל הקשר שבין קונבולוציה לטרנספורם פורייה נוכל לקבל את , עכשיו

ὪὭὥ = 2ὲὪὥẗὬὥ = Ὢὥ 1 ὥὭ=
Ὢὥ, ὥὭ= 0

Ὢὥ, ὥὭ= 1
 

 :עכשיו נוכל להמשיך את החישוב של ההשפעה

ὍὭὪ = Ὢὼ ὪὭὼ
2

ὼɴ 0,1 ὲ

= Ὢὼ ὪὭὼ
2

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 1

+ Ὢὼ ὪὭὼ
2

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 0

=  

= Ὢὼ+ Ὢὼ
2

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 1

+ Ὢὼ Ὢὼ
2

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 0

= 4Ὢ2 ὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 1

= 4 Ὢ2 ὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 1

 

 :את סכום ההשפעות נחסום

ὍὭὪ

ὲ

Ὥ= 1

= 4 Ὢ2 ὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 1

ὲ

Ὥ= 1

= 4 Ὢ2 ὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 1

ὲ

Ὥ= 1

= 4 Ὢ2 Ὓ

ὭɴὛ

ὲ

Ὥ= 1

=  

= 4 ȿὛȿὪ2 Ὓ

Ὓ ᶮ

4 Ὢ2 Ὓ

Ὓ ᶮ

 

Ὓהאחרון נכון משום שאם  כאשר האי שוויון ᶮ  אזȿὛȿ> 1. 

Вכדי להשלים את המשימה נותר לנו לחשב את  Ὢ2 ὛὛ ᶮ .נרצה להראות ש, למעשה-В Ὢ2 ὛὛ ᶮ =
1

4
 .

 :נשתמש שוב בשוויון פרסוול כדי לקבל, ואכן

Ὢ2 Ὓ

Ὓ

=
1

2ὲ
Ὢ2 Ὓ

Ὓ

=
ᶻ 1

2ὲ
ὪὛ

Ὓ

=
ᶻz 1

2
 

=Ὢולכן תמיד  0,1נכון בגלל שטווח הפונקציה הוא  ᶻכאשר  Ὢ2 ו-ᶻz נכון בגלל שהפונקציה מאוזנת. 

Ὢᶮ, לבסוף = ộὪ,…ɲỚ=
1

2ὲ
В Ὢὼ 1 0
ὼɴ 0,1 ὲ =

1

2ὲ
В Ὢὼὼɴ 0,1 ὲ =

1

2
 ולכן 

Ὢ2 Ὓ

Ὓ ᶮ

= Ὢ2 Ὓ

Ὓ

Ὢ2 ᶮ =
1

2

1

2

2

=
1

4
 

 :ולכן נוכל לקבל את מה שרצינו
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ὍὭὪ

ὲ

Ὥ= 1

4 Ὢ2 Ὓ

Ὓ ᶮ

= 4ẗ
1

4
= 1 

 סעיף ב

Вנראה שעבור פונקציה מאוזנת מונוטונית מתקיים  ὍὭ
2 Ὢὲ

Ὥ= 1 1. 

 .כדי לחשב את ההשפעה Ὢנשתמש במונוטוניות של 

ὍὭὪ =
1

2ὲ
# ὼɴ 0,1 ὲ:Ὢὼ Ὢὼ+ ὩὭ =  

=
1

2ὲ
# ὼɴ 0,1 ὲ:ὼὭ= 0 Ὢ᷈ὼ Ὢὼ+ ὩὭ + # ὼɴ 0,1 ὲ:ὼὭ= 1 Ὢ᷈ὼ Ὢὼ+ ὩὭ  

=
ώ=ὼ+ὩὭ

1

2ὲ
# ὼɴ 0,1 ὲ:ὼὭ= 0 Ὢ᷈ὼ Ὢὼ+ ὩὭ

+ # ώɴ 0,1 ὲ:ώὭ= 0 Ὢ᷈ώ+ ὩὭ Ὢώ =  

=
1

2ὲ
2ẗȿὼɴ 0,1 ὲ:ὼὭ= 0 Ὢ᷈ὼ Ὢὼ+ ὩὭ ȿ=  

=
Ὢ מונוטוניות

1

2ὲ 1
Ὢὼ+ ὩὭ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 0

=
2

2ὲ
Ὢὼ Ὢὼ+ ὩὭ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 0

=  

= 2ẗ
1

2ὲ

ở

Ở
ờ

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 0

Ὢὼ+ ὩὭ
ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 0 Ợ

ỡ
Ỡ

= 2ẗ
1

2ὲ

ở

Ở
ờ

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 0

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼὭ= 1 Ợ

ỡ
Ỡ

=  

= 2ẗ
1

2ὲ
Ὢὼ 1 ὼὭ

ὼɴ 0,1 ὲ

= 2ὪὩὭ 

 :כעת נסכום

ὍὭ
2 Ὢ

ὲ

Ὥ= 1

= 2ὪὩὭ
2

ὲ

Ὥ= 1

= 4 Ὢ2 ὩὭ

ὲ

Ὥ= 1

 

В-אם נראה ש Ὢ2 ὩὭ
ὲ
Ὥ= 1

1

4
 :נשתמש בתוצאות של הסעיף הקודם .נקבל את הדרוש 

Ὢ2 ὩὭ

ὲ

Ὥ= 1

= Ὢ2 Ὓ
ȿὛȿ= 1

הוספנו מחוברים

אי שליליים

Ὢ2 Ὓ
ȿὛȿ1

= Ὢ2 Ὓ

Ὓ ᶮ

=
1

4
 

 

 סעיף ג

 .הם הדוקים לעילהחסמים 

Ὢὼ1,ȣ,ὼὲנתבונן בפונקציה , ὲבהינתן , למשל = ὼ1  ברור שזו פונקציה מאוזנת והיא כמובן גם מונוטונית

Ὢὼאז  ὼṊώכי אם  = ὼ1 ώ1 = Ὢώ. מתקיים 

Ὅ1 Ὢ =
1

2ὲ
# ὼɴ 0,1 ὲ:Ὢὼ Ὢὼ+ Ὡ1 =

1

2ὲ
# ὼɴ 0,1 ὲ:ὼ1 ὼ1 + 1 = 1 

Ὥᶅ> 1 ὍὭὪ =
1

2ὲ
# ὼɴ 0,1 ὲ:Ὢὼ Ὢὼ+ Ὡ1 =

1

2ὲ
# ὼɴ 0,1 ὲ:ὼ1 ὼ1 = 0 
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Вולכן  ὍὭὪ
ὲ
Ὥ= 1 = 1 = В ὍὭ

2 Ὢὲ
Ὥ= 1. 

 9שאלה 
Ὧ- רוב היא פונקציה בוליאניתὪ: 0,1 ὲᴼ  י"המוגדרת ע 0,1

Ὢὼ =
0, ȿὼȿ< Ὧ
1, ȿὼȿ Ὧ

 

 סעיף א

 .רוב-2נחשב את מקדמי הפורייה של פונקציית 

ὲ-יש טעם לדון רק במקרה שנשים לב ש, ראשית לכן  .Ὢḳ0ואז גם  Ὢḳ0אחרת הפונקציה היא פשוט . 2

ὲ-תה שענניח מ 2. 

0,1נוח להתבונן במרחב  ὲ  מהקטן לגדול כאשר מסתכלים על האיברים כמספרים טבעיים כאילו הוא מסודר

=ὲעבור , למשל. בבסיס בינארי  :הסדר הוא כזה 3,4

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 1
0 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 1
1 1 1 0
1 1 1 1

-   ו    

0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

 

 .במבנה הזה שישתמשוקומבינטוריים בהמשך נעשה חישובים 

 מתקיים, באופן כללי

Ὢὥ = ộὪ,…ὥỚ=
1

2ὲ
Ὢὼ…ὥὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

=
1

2ὲ
Ὢὼ 1 ộὥ,ὼỚ

ὼɴ 0,1 ὲ

=
1

2ὲ
Ὢὼ 1 В ὥὭὼὭ

ὲ
Ὥ= 1

ὼɴ 0,1 ὲ

 

=ὥעבור , לכן 0,ȣ,0 מתקיים 

Ὢ0,ȣ,0 =
1

2ὲ
Ὢὼ 1 0

ὼɴ 0,1 ὲ

=
1

2ὲ
Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

 

0,1נתבונן בטבלה של  .זה למעשה הממוצע של הפונקציה ὲ . 1-התחתון שלה כל האיברים מתחילים בבחצי 

לכן הסכום של הפונקציה על . לכל האיברים יש לפחות שתי אחדות ȣ,0,1,0ולכן פרט לווקטור הראשון 

2ὲהחצי התחתון של הטבלה הוא  1 שם כל . כעת יש לספור את האיברים שבחצי העליון של הטבלה. 1

נחלק את החצי העליון . שוב נגלה אותה החוקיות ,אלא שאם נתבונן במקום השני 0-האיברים מתחילים ב

 :כך מתקבל הסכום הבא. לשניים ונספור שם את האיברים הדרושים
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2ὲὪ0,ȣ,0 = Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

= # ὼɴ 0,1 ὲ:ȿὼȿ 2 =  

= 2ὲ 1 1 + 2ὲ 2 1 + Ễ+ 2ὲ ὲ 1 1 =  

= 2ὲ Ὥ
ὲ 1

Ὥ= 1

ὲ 1 = 2Ὥ
ὲ 1

Ὥ= 1

ὲ 1 = 2ὲ 2 ὲ 1 = 2ὲ ὲ 1 

 :נחשב עוד כמה ערכים לדוגמה

2ὲὪ1,0,ȣ,0 = Ὢὼ 1 В ὥὭὼὭ
ὲ
Ὥ= 1

ὼɴ 0,1 ὲ

= Ὢὼ 1 ὼ1

ὼɴ 0,1 ὲ

= Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1= 0

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1= 1

=  

= 2ὲ 2 1 + 2ὲ 3 1 + Ễ+ 2ὲ ὲ 1 1 2ὲ 1 1 =  

= 2Ὥ
ὲ 2

Ὥ= 1

ὲ 2 2ὲ 1 1 = 2ὲ 1 2 ὲ 2 2ὲ 1 1 = ὲ+ 1 

 

2ὲὪ1,1,0,ȣ,0 = Ὢὼ 1 В ὥὭὼὭ
ὲ
Ὥ= 1

ὼɴ 0,1 ὲ

= Ὢὼ 1 ὼ1+ὼ2

ὼɴ 0,1 ὲ

=  

= Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+ὼ2= 0

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+ὼ2= 1

= Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1 ὼ2

=  

=

ở

Ở
ờ

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2= 1

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2= 0 Ợ

ỡ
Ỡ

ở

Ở
Ở
ờ

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1= 1
ὼ2= 0

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1= 0
ὼ2= 1 Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ

=  

= 2ὲ 2 + 2ὲ 3 1 + Ễ+ 2 1 2ὲ 2 1 + 2ὲ 2 1 =  

= 2ὲ 2 + 2Ὥ
ὲ 3

Ὥ= 1

ὲ 3 2ὲ 1 2 =  

= 2ὲ 2 + 2ὲ 2 2 ὲ 3 2ὲ 1 2 =  

= 2ὲ 1 ὲ+ 1 2ὲ 1 2 = ὲ+ 3 

 

2ὲὪ1,1,1,0,ȣ,0 = Ὢὼ 1 В ὥὭὼὭ
ὲ
Ὥ= 1

ὼɴ 0,1 ὲ

= Ὢὼ 1 ὼ1+ὼ2+ὼ3

ὼɴ 0,1 ὲ

=  

= Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+ὼ2+ὼ3= 0

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+ὼ2+ὼ3= 1

= Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+ὼ2=ὼ3

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+ὼ2 ὼ3

=  
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=

ở

Ở
ờ

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+ὼ2=ὼ3= 1

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+ὼ2=ὼ3= 0 Ợ

ỡ
Ỡ

ở

Ở
Ở
ờ

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+ὼ2= 1
ὼ3= 0

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+ὼ2= 0
ὼ3= 1 Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ

=  

=

ở

Ở
Ở
ờ

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1 ὼ2
ὼ3= 1

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2
ὼ3= 0 Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ

ở

Ở
Ở
ờ

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1 ὼ2
ὼ3= 0

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2
ὼ3= 1 Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ

=  

=

ở

Ở
Ở
Ở
Ở
ờ

2 Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1= 0
ὼ2= 1
ὼ3= 1

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2= 0
ὼ3= 0

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2= 1
ὼ3= 0

Ợ

ỡ
ỡ
ỡ
ỡ
Ỡ

ở

Ở
Ở
Ở
Ở
ờ

2 Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1= 0
ὼ2= 1
ὼ3= 0

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2= 0
ὼ3= 1

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2= 1
ὼ3= 1

+

Ợ

ỡ
ỡ
ỡ
ỡ
Ỡ

=  

= 2ẗ2ὲ 3 + 2ὲ 4 1 + Ễ+ 2 1 + 2ὲ 3

2ẗ2ὲ 3 1 + 2ὲ 3 1 + 2ὲ 3 =  

= 2ẗ2ὲ 3 + 2ὲ 3 2 ὲ 4 + 2ὲ 3 5ẗ2ὲ 3 3 =  

= 4ẗ2ὲ 3 ὲ+ 2 4ẗ2ὲ 3 3 = ὲ+ 5 

 נכליל ונקבל

2ὲὪ1,ȣ,1,0,ȣ,0 = Ὢὼ 1 В ὥὭὼὭ
ὲ
Ὥ= 1

ὼɴ 0,1 ὲ

=  

= Ὢὼ 1 ὼ1+Ễ+ὼὯ

ὼɴ 0,1 ὲ

= Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 0

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 1

 

 אתראשית לצורך כך נחשב  .נותר לחשב את שני מחוברים אלה

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

1ᶅ ὭὯ ὼὭ=‐Ὥ

 

=Ὥ‐שעבורן  Ὥ,Ὦברור שאם יש לפחות שתי קואורדינטות  ‐Ὦ= Вאז  1 Ὢὼὼɴ 0,1 ὲ

1ᶅ ὭὯ ὼὭ=‐Ὥ

= 2ὲ Ὧ  שהרי יש

2ὲבדיוק  Ὧ  וקטורים שמקיימיםὼὭ= ‐Ὥ  1לכל Ὧ ὲ  ולכל אחד מהםὪὼ = 1. 

=Ὥ‐שעבורה  Ὥאם יש בדיוק קואורדינטה אחת  אז אנחנו בעצם צריכים לספור את מספר הווקטורים  1

+Ὧ-החל מהקואורדינטה האחד  1שעבורם יש לפחות  מהסתכלות , לי הספירה שעשינו למעלהכמו בשיקו. 1
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0,1במבנה המסודר שלנו של  ὲ , 2נובע שמספר הווקטורים האלה הואὲ Ὧ בכל הוקטורים בבלוק , שוב) 1

2ὲשל  Ὧ רק בקואורדינטה ה 1שבו מופיע  הווקטורים האלה יש לפחות שתי אחדות פרט לווקטור הראשון-Ὥ) ,

Вואז מתקיים  Ὢὼὼɴ 0,1 ὲ

1ᶅ ὭὯ ὼὭ=‐Ὥ

= 2ὲ Ὧ 1. 

 -אז שוב באופן דומה נובע ש 0הן  הקואורדינטותאם כל 

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

1ᶅ ὭὯ ὼὭ=‐Ὥ

= 2ὲ Ὧ 1 1 + Ễ+ 2 1 = 2ὲ Ὧ 2 ὲ Ὧ 1 = 2ὲ Ὧ ὲ+ Ὧ 1 

ὼ1-נשים לב ש .כעת נוכל לחשב את מבוקשנו + Ễ+ ὼὯ= מ יש מספר זוגי של קואורדינטות "אמ 0

ὯὩ-המספר הזוגי הגדול ביותר כך שאת  ὯὩ-נסמן ב .1שמקבלות  Ὧ וב-Ὧέ  את המספר האיזוגי הגדול

Ὧέביותר המקיים  Ὧ .אזי, 

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 0

= Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὥὰὰ ὧέέὶὨὭὲὥὸὩί
ὥὶὩ 0

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

2 ὧέέὶὨὭὲὥὸὩί
ὥὶὩ 1

+ Ễ+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὯὩ ὧέέὶὨὭὲὥὸὩί
ὥὶὩ 1 

=  

= 2ὲ Ὧ ὲ+ Ὧ 1 +
Ὧ
2

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2= 1
ὼ3=Ễ=ὼὯ= 0

+ Ễ+
Ὧ
ὯὩ

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=Ễ=ὼὯὩ= 1

ὼὯὩ+ 1=Ễ=ὼὯ= 0

=  

= 2ὲ Ὧ ὲ+ Ὧ 1 +
Ὧ
2

+
Ὧ
4

+ Ễ+
Ὧ
ὯὩ

ẗ2ὲ Ὧ 

ὼ1, כעת + Ễ+ ὼὯ=  :ולכן באופן דומה 1מ יש מספר איזוגי של קואורדינטות שמקבלות "אמ 1

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 1

= Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

έὲὩ ὧέέὶὨὭὲὥὸὩ
Ὥί 1

+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

3 ὧέέὶὨὭὲὥὸὩί
ὥὶὩ 1

+ Ễ+ Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

Ὧέ ὧέέὶὨὭὲὥὸὩί
ὥὶὩ 1 

=  

= 2ὲ Ὧ 1 + Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2=ὼ3= 1
ὼ4=Ễ=ὼὯ= 0

+ Ễ+
Ὧ
Ὧέ

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=Ễ=ὼὯέ= 1

ὼὯέ+ 1=Ễ=ὼὯ= 0

=  

= 2ὲ Ὧ 1 +
Ὧ
3

+ Ễ+
Ὧ
Ὧέ

ẗ2ὲ Ὧ 

 :נחסר ונקבל

2ὲὪ1,ȣ,1,0,ȣ,0 = Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 0

Ὢὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 1

=  

= 2ὲ Ὧ ὲ+ Ὧ 1 +
Ὧ
2

+ Ễ+
Ὧ
ὯὩ

ẗ2ὲ Ὧ

2ὲ Ὧ 1 +
Ὧ
3

+ Ễ+
Ὧ
Ὧέ

ẗ2ὲ Ὧ =  

= ὲ+ Ὧ + 2ὲ Ὧ 1 Ὥ
Ὧ
Ὥ

Ὧ

Ὥ= 0

1 Ὥ
Ὧ
Ὥ

1

Ὥ= 0

=  
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= ὲ+ Ὧ
Ὧ
0

Ὧ
1

= ὲ+ Ὧ 1 + Ὧ= ὲ+ 2Ὧ 1 

Вהאחרון נעשה בשימוש בזהות הקומבינטורית הידועה הלפני ר המעבר כאש 1 ὭὯ
Ὥ

Ὧ
Ὥ= 0 = 0. 

נשים לב שכל החישובים נעשו בהנחה שהקואורדינטות החיוביות הן הראשונות אבל למעשה אין , לסיום

ὼὭ1אפשר היה לכתוב  ὼ1,ȣ,ὼὯחשיבות לסדר ובכל מקום שבו נכתב  ,ȣ,ὼὭὯ לכן. וכל החישובים היו זהים ,

 :ניתן לסכם

Ὢ0,ȣ,0 =
2ὲ ὲ 1

2ὲ
 

Ὢὼ =
ὲ+ 2ȿὼȿ 1

2ὲ
 

 סעיף ב

 את הפונקציה ὫὯ-ונסמן ב. רוב-Ὧאת פונקציית  ὪὯ-נסמן ב .רוב-3נחשב את מקדמי פורייה של פונקציית 

ὫὯὼ =
1, ȿὼȿ= Ὧ
0, otherwise

 

+ὪὯאז מתקיים  1 ὼ = ὪὯὼ ὫὯὼ .שהרי, 

>ȿὼȿאם  ¶ Ὧ  אזὪὯὼ ὫὯὼ = 0 0 = 0 

=ȿὼȿאם  ¶ Ὧ  אזὪὯὼ ὫὯὼ = 1 1 = 0 

ȿὼȿאם  ¶ Ὧ+ ὪὯὼ אז 1 ὫὯὼ = 1 0 = 1 

+ὪὯ-נובע ש, מהלינאריות של טרנספורם פורייה 1 = ὪὯ ὫὯ .כדי למצוא את מקדמי פורייה של פונקציית , ולכן

=Ὣמספיק למצוא את מקדמי פורייה של , רוב-3 Ὣ2 שהיא פשוטה יותר. 

Ὣὼ =
1, ȿὼȿ= 2
0, otherwise

 

 ,בדומה לקודם

2ὲὫ0,ȣ,0 = Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

= #{ὼɴ 0,1 ὲ:ȿὼȿ= 2} =
ὲ
2

 

 :נאזור אומץ וישר נחשב תוצאה מוכללת, זרת הניסיון הרב שצברנו בסעיף אבע

2ὲὫ1,ȣ,1,0,ȣ,0 = Ὣὼ 1 В ὥὭὼὭ
ὲ
Ὥ= 1

ὼɴ 0,1 ὲ

= Ὣὼ 1 В ὼὭ
Ὧ
Ὥ= 1

ὼɴ 0,1 ὲ

=  

= Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 0

Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 1

 

ὼ1, שוב + Ễ+ ὼὯ= ὼ1-ו 1מ יש מספר זוגי של קואורדינטות שמקבלות "אמ 0 + Ễ+ ὼὯ= מ יש "אמ 1

 :כמו בסעיף הקודם נקבל ὯὩ,Ὧέאם נסמן , לכן. 1שמקבלות  קואורדינטותמספר איזוגי של 
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Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 0

= Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὥὰὰ ὧέέὶὨὭὲὥὸὩί
ὥὶὩ 0

+ Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

2 ὧέέὶὨὭὲὥὸὩί
ὥὶὩ 1

+ Ễ+ Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὯὩ ὧέέὶὨὭὲὥὸὩί
ὥὶὩ 1 

=  

=
Ὧ
0

Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=Ễ=ὼὯ= 0

+
Ὧ
2

Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2= 1
ὼ3=Ễ=ὼὯ= 0

+ Ễ+
Ὧ
ὯὩ

Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=Ễ=ὼὯὩ= 1

ὼὯὩ+ 1=Ễ=ὼὯ= 0

=  

=
Ὧ
0
ὲ Ὧ

2
+
Ὧ
2
ὲ Ὧ

0
+
Ὧ
4
ẗ0 + Ễ+

Ὧ
ὯὩ
ẗ0 =

ὲ Ὧ
2

+
Ὧ
2

 

Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 1

= Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

έὲὩ ὧέέὶὨὭὲὥὸὩ
Ὥί 1

+ Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

3 ὧέέὶὨὭὲὥὸὩί
ὥὶὩ 1

+ Ễ+ Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

Ὧέ ὧέέὶὨὭὲὥὸὩί
ὥὶὩ 1 

=  

=
Ὧ
1

Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1= 1
ὼ2=Ễ=ὼὯ= 0

+
Ὧ
3

Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=ὼ2=ὼ3= 1
ὼ4=Ễ=ὼὯ= 0

+ Ễ+
Ὧ
Ὧέ

Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1=Ễ=ὼὯέ= 1

ὼὯέ+ 1=Ễ=ὼὯ= 0

=  

=
Ὧ
1
ὲ Ὧ

1
+
Ὧ
3
ẗ0 +

Ὧ
5
ẗ0 + Ễ+

Ὧ
Ὧέ
ẗ0 = Ὧὲ Ὧ 

 :נחסר ונקבל את הדרוש

2ὲὫ1,ȣ,1,0,ȣ,0 = Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 0

Ὣὼ

ὼɴ 0,1 ὲ

ὼ1+Ễ+ὼὯ= 1

=  

=
ὲ Ὧ

2
+
Ὧ
2

Ὧὲ Ὧ =
ὲ 2Ὧ2 ὲ

2
 

 ולכן 

Ὣ0,ȣ,0 =

ὲ
2
2ὲ

 

Ὣὼ =
ὲ 2ȿὼȿ2 ὲ

2ὲ+ 1
 

 :ולבסוף התוצאה המיוחלת

Ὢ3 ὼ = Ὢ2 ὼ Ὣ2 ὼ =

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ 2ὲ ὲ 1

ὲ
2

2ὲ
, ȿὼȿ= 0

ὲ+ 2ȿὼȿ 1

2ὲ
ὲ 2ȿὼȿ2 ὲ

2ὲ+ 1
, 0 < ȿὼȿ< 2

 

 ...הן אמורות להיות נכונותו MatLab-בדקתי את התוצאות ב, אגב
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 נספח
ὥ,ὦɴלכל : טענה ᴙ 

det
ὥ Ễ ὦ
ể Ệ ể
ὦ Ễ ὥ

= ὥ ὦὲ 1 ὲ 1 ὦ+ ὥ 

ידוע שחיבור של שורות לשורות אחרות או חיבור עמודות לעמודות אחרות לא משנים את  :הוכחה

 נחבר לשורה הראשונה את כל השורות האחרות ונקבל את המטריצה. הדטרמיננטה

ὥ+ ὲ 1 ὦ ὦ+ ὥ+ ὲ 2 ὦ ȣ ὦ+ ὥ+ ὲ 2 ὦ
ὦ ὥ ȣ ὦ
ể ể ể
ὦ ὦ ȣ ὥ

=  

=

ὥ+ ὲ 1 ὦ ὥ+ ὲ 1 ὦ ȣ ὥ+ ὲ 1 ὦ
ὦ ὥ ȣ ὦ
ể ể ể
ὦ ὦ ȣ ὥ

 

 כעת נחסיר את העמודה הראשונה מכל שאר העמודות ונקבל את המטריצה

ὥ+ ὲ 1 ὦ 0 ȣ 0
ὦ ὥ ὦ ȣ 0
ể ể ể
ὦ 0 ȣ ὥ ὦ

 

 :קיבלנו מטריצה משולשית עליונה ומאחר שהפעולות שביצענו משמרות דטרמיננטה נקבל את הדרוש

det
ὥ Ễ ὦ
ể Ệ ể
ὦ Ễ ὥ

= det

ὥ+ ὲ 1 ὦ 0 ȣ 0
ὦ ὥ ὦ ȣ 0
ể ể ể
ὦ 0 ȣ ὥ ὦ

= ὥ+ ὲ 1 ὦ ὥ ὦὲ 1 

J 

 

 


